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Uitwerkingen Hoofdstuk 19 deel vwo B 5
Goniometrie en beweging

We gaan veel uit van de formules : 
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Hierin heeft a te maken met de amplitude , verder geldt : c = 
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 en we gaan uit van de translatie : 
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1.

a.
Rondgang is 5 seconden ( de periode is dus 5. De amplitude is 1 en er is sprake van een positieve draairichting.  ( 
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b.
De amplitude is weer 1. De periode is ook 5 en ook weer een positieve draairichting ( 
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2.


a.
De amplitude is 3 . De periode is 2π  ( c = 
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 en beginpunt (3,0)  met positieve draairichting. ( 
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b.
Amplitude is 1 .  Positieve draairichting. Periode is 2π ( c  = 1.  Aangezien nu het middelpunt van de cirkel (3,2) is , hebben we te maken met een evenwichtsstand 
(afgekort  ev. st.) in de x-richting  van 3 en een evenwichtsstand. st. in de y-richting van 2. (
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3.
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 We zien dat door de verschuiving het m.p.(4,-1) is. Verder is de straal 2 en  de omlooptijd is  
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 . Deze omlooptijd heeft nu geen invloed op de cirkel.

4.
ω = 2 rad/s ( c = 2 en de straal is 3 en normale positieve draairichting ( a = 3. Verder is er een translatie van (5,2) ( de x-richting is dus 5 naar rechts ( evenwichtsstand is 5 en de evenwichtsstand in de y-richting is 2. ( 
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[image: image622.emf]        

















O

x

y


5.
Gegeven K : 
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  Er is een translatie (1 , -1)  ( het m.p. is dus (1,-1) . 

De amplitudes zijn 2 ( 

De straal van de cirkel is dus 2. Aangezien de periode niet begrensd is , heeft de hoeksnelheid geen invloed op de tekening. We krijgen zo de getekende figuur.
6.
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 met t op [-π ; 0,5π]

a.
Kijken we naar de x en de y dan is de periode normaalgesproken 2π  . We hebben nu een beperking. Slechts  driekwart van de periode moeten we afleggen. Verder heeft x een evenwichtsstand van -1 en de amplitude 2 . Het beginpunt van de x is x(-π) = -3 
De y heeft de evenwichtsstand 3 en beginpunt y(-π) = 3.

Een tabel met belangrijke waarden geeft extra informatie: 


	t
	-π
	-0,5π
	0
	0,5π

	x
	-3
	-1
	1
	-1

	y
	3
	1
	3
	5


Zo krijgen we de schetsen van x en y.  ( 
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Verwerk eventueel de punten in de tabel in de pv.  . Kijk naar de schetsen . Je ziet dat de x  eerst toeneemt en vervolgens afneemt. De y neemt eerst af en vervolgens toe. Zo krijgen we :
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b.
Snijpunt van K  met de y-as. ( x  = 0 ( 
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 .
We krijgen alleen deze waarden voor t  aangezien we te maken hebben met het beperkte interval [-π ; 0,5π].  Nu vullen we deze t-waarden in bij de y. ( 
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c.
Nu K snijden met de lijn y = x + 4  . We gaan dan de x en de y van de kromme K invullen in deze vergelijking . ( 
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    We moeten binnen het gegeven interval zitten ( 
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Nu deze waarden invullen in K ( 
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  en yC = xC + 4 = 
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  . Zo ook 
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 en  yD = xD + 4 = 
[image: image26.wmf]32

+

  
( De punten zijn : 
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7.
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    met  t op [0 , 
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Tabel en schetsen: 
	t
	0
	0,25π
	0,5π
	0,75π

	x
	1,5
	-0,5
	-2,5
	-0,5

	y
	-(3
	2 - (3 ≈ 0,3
	-(3 ≈ -1,7
	-(3 – 2 ≈ -3,7
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7b.
K snijden met de negatieve x-as ( y = 0 en x  < 0  ( 
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Verder geldt t  op het interval [ 0 ; 0,75π]  ( 
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 voldoet niet  , want gegeven x < 0   
en  
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 voldoet  ( A(-1,5 ; 0)
c.
K  snijden met x = -1,5 ( 
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  Verder ligt t binnen het gegeven interval ( 
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 Zie verder de schets van de  x–grafiek  ( Voor alle t  met 
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 liggen de punten van K links van de lijn x = -1,5.
8.
Punt P:
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a.
Q heeft een achterstand van 2 seconden  op P ( Qt=2 = Pt=0 ( T(2,0)  


b.
 Voor Q geldt:
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  met t in seconden.
9.

a.
m.p. (15,23)  en r = 6  ; T = periode = 0,5 ( c = 
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  Op t = 4 dan P  in punt 
(21,23)  Dit is dus het punt  op dezelfde hoogte als het m.p. en rechts van het m.p. 
Het beginpunt is nu in feite bij t = 4 ( 
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  met t in seconden.
b.
Q heeft een voorsprong van 0,2 sec. op punt P ( Het beginpunt van Q is dus 0,2 sec eerder (  Qt=4-0,2 = Pt=4 ( Voor punt Q geldt : 
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  met t in seconden.
c.
Voor R geldt : 
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  We gaan de formules van punt R anders schrijven zodat de translatie en dus het tijdverschil duidelijk tot uiting komt (
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 ( Er is dus sprake van een translatie van 0,25 naar rechts.  Punt P  had al een translatie van 4 naar rechts  ( 
Punt R heeft een voorsprong van 3,75 seconden op punt P.
10.

a.
Diameter van 135 m en door O ( m.p.  is punt (0 ; 67,5)  . De straal is 67,5 . T is 30 minuten ( c = 
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 . Het beginpunt is (0,135)  Het meest rechtse punt zou dan een kwart periode verschil uitmaken. Het beginpunt heeft in feite een voorsprong op het rechtse punt. ( 
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Anders: We bekijken de waarden van de 4 belangrijkste punten van de cirkel.

	t
	0
	7,5
	15
	22,5

	x
	0
	-67,5
	0
	67,5

	y
	135
	67,5
	0
	67,5
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We hebben eerst schetsjes gemaakt van de x en de y t.o.v. t.  We zien dat we te maken hebben met een gespiegelde sinus en een cosinusfunctie. We moeten nog rekening houden met de periode en de amplitude en de evenwichtsstand . We krijgen dan :
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met x en y in meters en t in minuten.
b.
Saskia stapt 4 capsules na Frits in ( dat is dus het 
[image: image52.wmf]4
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 deel van de periode na Frits. De achterstand is dus 
[image: image53.wmf]4
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.30 = 3,75 minuten op Frits.  ( de vergelijkingen worden :
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   of 
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c.
De omtrek van het rad is 2 . 67,5 . π = 135.π meter . T = 30 minuten. ( 
De omloopsnelheid is dus: 
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11.


a.
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  met t in seconden.


b.
Q heeft een voorsprong van een kwart periode . De totale periode is 
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  ( een kwart van de periode is dus : 
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12.

a.
Advies: Maak een schets van de situatie.

[image: image631.emf]x
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In deze schets zien we dat P onderin begint en omhoog en naar rechts gaat. 
Een tabel geeft het volgende beeld van P.

	t
	0
	
	
	

	x
	4
	7
	4
	1

	y
	-5
	-2
	1
	-2



De schetsen hierbij : 
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We moeten nog rekening houden met de evenwichtsstanden en de amplitudes. ( 
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b.
Voer de beide functies in . Maak de mode parameter.  We lezen dan bij t = 2 in de tabel af : 
Pt=2 (1,12 ; -2,85)
c.
In de eerste schets van de cirkel zien we dat punt P  voor het eerst in punt (1,-2) komt na ¾ van de periode.. De omlooptijd is 
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 ( voor t  = 0,6π
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13.

a.
Eerst weer de schets van de cirkel. ( 


Dan weer een tabel:


Hou er rekening mee dat de richting nu negatief is.
	x
	2
	-2
	-6
	-2
	2

	y
	1
	-3
	1
	4
	1


[image: image635.emf]y =-2

y

t


[image: image636.emf]y

x

O

(4,-2)

(4,-5)

(2,1)

(-2,-3)

(-2,1)



We weten verder  ω = -π 
De x is een cosinus en de y is een gespiegelde sinus. De amplitude is 4.  Het beginpunt is (2,1)  (
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Opmerking: De gespiegelde sinus komt voort uit de negatieve π.
b.
De formules invoeren . Uit de tabel lezen we af : P(-5,24 ; 3,35)
c.
Zie de schets van de cirkel. Punt(-2,3) krijg je na het ¼ deel van de periode. De periode is 

[image: image66.wmf]2

p

p

=

2 seconden  ( Na een ¼.2 = 0,5 sec. kom je in punt (-2,-3) en dus ook na 2,5 sec. en na 4,5 sec.

d.
Snijpunt met de y-as krijg je als geldt : x = 0 ( 
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( Neem de waarden 
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 (  De snijpunten met de y-as zijn : (0 , 1 + 2(3)  en  (0 , 1 – 2(3)
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Alternatieve meetkundige oplossing:
Teken de lijnstukken AM , MD en IMB.

Uit de coördinaten krijgen we : 
MD = 2  en de straal AM = 4


Pas Pyth. toe in ∆ ADM ( 
AD2 = 16 – 4 = 12 ( 
AD = 2.(3  ( yA = 1 + 2.(3 
Nu vervolgens A spiegelen in punt D. Dan vinden we de coördinaten van punt B ( YB =1 – 2.(3 ( 



A(0 , 1 + 2(3) en B(0 , 1 - 2(3)

14.
a.
Eerst de vergelijkingen van P ( 
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  ( voor Q: geldt dat er een fasevoorsprong is van 0,2 dus van 0,2 . periode = 0,2.
[image: image75.wmf]2
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 met t in seconden.
b.
0,2 fasevoorsprong ( 0,8 faseachterstand .  0,8 . periode = 0,8 .6 = 4,8  ( De formules worden nu : 
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15.
ω = 4 rad/s  en  m.p. (-1,2) en straal 3.

a.
Bij t = 0  is P(2,2) ( Het meest rechtse punt van de cirkel. ( 
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  Q heeft een faseachterstand van 
[image: image79.wmf]1
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 op P.  ( 
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  met t in seconden.
b.
Nu P in (-1 , 5) dus boven in: ( De fasevoorsprong t.o.v. punt (2,2) is dus 
[image: image84.wmf]1
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. Vervolgens de fasevoorsprong is 
[image: image85.wmf]1
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 t.o.v. het punt (-1 , 5) ( Totale fasevoorsprong is dus : 
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 = 
[image: image88.wmf]5
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π  ( de formules voor Q worden nu : 
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c.
Nu P(-4 , 2)  voor t = 0  ( Eerst een fasevoorsprong van 
[image: image93.wmf]1
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 t.o.v. het punt (2,2) . Vervolgens een faseachterstand van 
[image: image94.wmf]1
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 t.o.v. punt (-4 , 2) ( We krijgen uiteindelijk een fase voorsprong van 
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16.

a.
ω = 10 rad/s en straal = 25 ( per sec. wordt een hoek afgelegd van 10 rad  . Er wordt dan dus een booglengte afgelegd van : 
[image: image98.wmf]10
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omtrek cirkel  = 
[image: image99.wmf]10
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 cm/s = 250 cm/s = 2,5 m/s.
b.
Nu i.p.v. 10 rad/s  een hoek van ω rad/s ( per sec. wordt een hoek afgelegd van ω rad  . Er wordt dan dus een booglengte afgelegd van : 
[image: image100.wmf].
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17.
r = 20 cm 
a.
Stand I ( 15 omw./s  ( T = 
[image: image102.wmf]1
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 seconde. ( c = ω = 
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       Punt Q heeft een faseachterstand van 
[image: image105.wmf]1
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 t.o.v. P.  ( 
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Punt R heeft een achterstand van  
[image: image110.wmf]2
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 t.o.v. P ( 
[image: image111.wmf]1
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b.
Stand II   v = 100 km/u = 
[image: image115.wmf]100.10001000250
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m/s .  Uit opgave 16 kennen we de formule   v = ω . r   met r = 0,2 m  ( 
[image: image116.wmf]250
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  met x en y in cm en t in seconden.
18.
rol I : r1 = 10 cm en  rol II : r2 = 5 cm.  m.p. rol I is (0,0) en m.p. rolII is (15,0) ; TI = 2 sec .
a.
Draairichting van rol I is negatief. en c = 
[image: image118.wmf]2

2

p

p

=

 ( 
[image: image119.wmf]10cos()

10sin()

P

P

xt

yt

p

p

=

ì

í

=-

î


Nu rolII  . De draairichting is nu positief. .  Nu geldt dat de omtrek van rol II 2π.5 = 10π is. ( 
De omlooptijd T is nu dus 1 sec. (  
[image: image120.wmf]2
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. Verder is het m.p. (15,0) . Ook moeten we nog rekening houden dat punt Q een fasevoorsprong van 
[image: image121.wmf]1
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 heeft t.o.v. het rechtse punt op de kleine rode cirkel (  
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De vergelijkingen van punt Q zijn nu : 
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met x en y in cm en t in seconden.

Andere oplossing voor punt Q Zie de tabel :

[image: image126.wmf]
	x
	10
	15
	20
	15
	10

	y
	0
	-5
	0
	5
	0



Uit deze tabel kun je afleiden dat x een gespiegelde cosinus is die 15 omhoog geschoven is.
De y is een gespiegelde sinus om de evenwichtsstand 0. ( de formules van Q worden dan:
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[image: image638.emf]y =1
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c.
Per 2 seconden gaat er π.20 cm  papier tussen de rollen door ( per uur wordt dat dus :
30.60.π.20 ≈ 113097 cm ≈ 1131 meter.

19.
Duidelijk is dat geldt : yP = yP’   ( 
[image: image128.wmf]'
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20.

[image: image129.wmf]5sin(40)
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a.
Het faseverschil is : 
[image: image131.wmf]0,6
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b.
Voor de frequentie geldt : 
[image: image132.wmf]40
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 Hz  . Dit geldt zowel voor P als voor Q.
c.
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d.
De trillingstijd is 0,05 sec.  Daarin wordt 4.5 = 20 cm afgelegd. Per seconde wordt dus 20. 20 = 400 cm afgelegd. In een kwartier wordt dan dus 60 .15 . 400 = 360000 cm afgelegd. 


Er wordt dus 3,6 km afgelegd.
21.


a.
Amplitude is 10 en f = 3 Hz ( T = 1/3    Er geldt : 
[image: image135.wmf]221
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Het beginpunt is dalend ( gespiegelde sinus ( 
[image: image136.wmf]10sin(6)
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Q heeft een faseachterstand van 0,1 ( 0,1 .periode = 
[image: image137.wmf]1
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 met yQ in cm en t in seconden.

b.
P en Q hebben een even grote afwijking ( yP = yQ  ( 

[image: image139.wmf]10sin(6)
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geen oplossing of 12πt = 1,2π + k.2π ( t = 0,1 + k.
[image: image143.wmf]1
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  met t tussen 0 en 1 . ( 
t = 
[image: image144.wmf]1
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 (  t  = 
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 ( t = 
[image: image146.wmf]13
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  (  t = 
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 (  t = 
[image: image148.wmf]23
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c.
Voer de beide functies in en plot ze allebei. Bekijk 
[image: image150.wmf]dy

dt

 op deze tijdstippen en kijk wanneer de ene 
[image: image151.wmf]dy
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 positief is  en de andere 
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negatief is. Dit is het geval bij :


t =  
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22.
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a.
Aangezien er geldt dat xP = xP’’  = 
[image: image157.wmf].cos().sin(0,5).sin(0,5)
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  en dit is de gedaante van een harmonische trilling.

[image: image639.emf]y
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b.
Zie de figuur. Het assenstelsel kunnen we aanpassen door het te draaien om een hoek van 45º of ook wel 0,25.π. Vervolgens hebben we dezelfde situatie als bij opgave a en dus een harmonische trilling.
Punt P’ gaat op en neer tussen de punten A en B terwijl punt  P zich over de cirkel verplaatst.
c.
Net zoals bij onderdeel b kun je altijd punt P projecteren op een gegeven lijn l. Aangezien punt P zich over de cirkel verplaatst , verplaatst punt P’ zich tussen de uiteinden van het snijlijnstuk.

Je kunt dan altijd naar een sinusfunctie toe. ( Iedere cosinus is ook te schrijven als een sinusfunctie). De algemene gedaante is : y = a + b.sin(c(t – d))
23.
Cirkel met m.p. P en straal PA = l.    l = 1,00 m. en ( BPC = 10 º 

a.
De totale omtrek van de cirkel met straal 1,00 m is : 2.π.1 = 2π m.
De lengte van de boog is het zoveelste deel van de totale omtrek ( 
De gevraagde booglengte is:   boog
[image: image158.wmf]10
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b.
Zie driehoek BA’P ( 
[image: image159.wmf]'
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BC = 2.sin(5º) ≈ 0,1743 m.

c.

[image: image160.wmf].sin()
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b = A’B = sin(5º) ≈ 0,09   en  
[image: image161.wmf]1,00
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 ≈ 2,01 sec.  en 
 
[image: image162.wmf]22
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 ≈ 3,13  ( c ≈ 3,13
d.
De trillingstijd T is 2,01 . Gedurende een periode hebben we te maken met twee tikken. (
per seconde hebben we bij benadering 1 tik.

[image: image640.png]N



24.

[image: image163.wmf]1
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a.
Voer in : 
[image: image165.wmf]1
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   met window 
[-1,4] X [-2 , 2]
Hier is dus a = 
[image: image166.wmf]2
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De optie zero uit het calcmenu geeft  x≈ 0,52 . Verder geeft de optie maximum een maximum aan van y = 1  ( Bij 
u = b.sin(2(t – d))    krijg je b =1  en d ≈ 0,52.

b.
Nu a = 
[image: image167.wmf]1
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  ( Voer in : 
[image: image168.wmf]1
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   met window [-1,4] X [-2 , 2] 
De optie zero geeft x ≈ 0,26  en de optie maximum geeft een maximum van y ≈ 1,73  (
b ≈ 1,73  en  d ≈ 0,26.

c.
Nu a = π  ( 
[image: image169.wmf]sin(2)sin(2)sin(2)sin(2)00
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25.
We gaan uit van : 
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We stellen het volgende : 
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a.
Als we dit gaan optellen dan krijgen we : 
[image: image172.wmf]20,5()
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Als we dit gaan aftrekken dan krijgen we : 
[image: image173.wmf]20,5()
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b.
We gaan nu deze betrekkingen invullen ( 
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Nu gaan we de linkerkanten optellen en ook de rechterkanten optellen. ( 
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26.
We gaan dezelfde substituties gebruiken als bij opgave 25 . 
Nu gaan we de linkerkanten en de rechterkanten aftrekken. ( 

[image: image176.wmf](
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We gaan voor de cosinus uit van de formules : 
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   We vullen weer de substituties van opgave 25 in .
Eerst tellen we de linkerkanten en de rechterkanten op ( 
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Nu gaan we de linkerkanten aftrekken en de rechterkanten aftrekken. ( 
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27.

[image: image180.wmf]1
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a.
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[image: image183.wmf](

)

3.2.sin(0,5(5005000,5)).cos(0,5(5005000,

5))

tttt

pppppp

+---=



[image: image184.wmf]1
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[image: image185.wmf]32.sin(5000,25)
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b.
De amplitude is 3.(2  mm en de frequentie f = 
[image: image186.wmf]500
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 250 Hz.

28.
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29.

[image: image189.wmf]3sin(500)4sin(5000,4)
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  met u in mm en t in seconden.
a.
Voer in: 
[image: image190.wmf]1
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 De periode is in de buurt van :

[image: image191.wmf]21
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  ( neem als window : [0 ; 0,005] X [-7 , 7]
Met de optie zero vinden we het eerste snijpunt met de hor. as bij x = t ≈ 0,000466 , waarbij de grafiek stijgt.
Met de optie maximum vinden we een maximum van y ≈ 5,69 (

[image: image192.wmf](
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  met u in mm en t in seconden.

b. De frequentie is : 
[image: image193.wmf]500
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  ( Het punt legt in 1 seconde af : 
 250 . 4 . 5,69 = 5690 mm = 5,69 m

c.
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 ≈ 6654  ( De snelheid op t = 0 is dus 
ongeveer 6654 mm/s ≈ 24 km/uur.
30.
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( f is dus te schrijven in de sinusvorm.

[image: image641.png]CZHI+SinER- (2w 300





Nu g : Voer in : 
[image: image202.wmf]1
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  Zie de schets. 

We zien dat dit geen enkelvoudige sinuskromme is. 
g is dus niet als een sinus te schrijven.
[image: image642.png]R+ CosCRIHTOED
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Nu h in voeren ( 
[image: image203.wmf]2

sin()3.cos()

yxx

=+


Nu zie je dat het waarschijnlijk wel kan.


Met de optie zero vinden we het snijpunt met de hor. as ( 
x ≈ 2,09  
. Met de optie minimum vinden we 

het minimum van y = -2  . Verder is h dalend  bij x ≈ 2,09 (
Het is dus een gespiegelde sinus en de periode is 2π
 ( c = 1 ( 
[image: image204.wmf]()2sin(2,09)
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31.

[image: image205.wmf]12312
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a.
De periode van y1 is : 
[image: image206.wmf]2
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  ; De periode van y2 is : 
[image: image207.wmf]22
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b.
In de periode 2π past de periode van y1 2 keer en past de periode van y2  3 keer. 2π is de kleinste periode waarin de periodes van y1 en van y2 een geheel aantal keren passen.

[image: image643.png].P1z3E9  v=i




c.

[image: image208.wmf]312
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Zie de figuur. We zien duidelijk dat y3 niet als een enkelvoudige sinus te schrijven is.

32.

[image: image209.wmf]12
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a.
De periode van y1 = 
[image: image210.wmf]2
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 = π  ;  De periode van y2 = 
[image: image211.wmf]21
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b.
y3 = y1 + y2  . In de periode π past de periode van y2 twee keer.  Dat is de kleinste waarde waarin een geheel aantal keren de periode van y1 en van y2 past.

c.
Nu y4 = 2.y1 + 3y3.  De periode van 2.y1 is π  en de periode van  3.y2  is 0,5π  . Volgens onderdeel b blijft de periode dus π.

33.


a.

[image: image212.wmf]sin(100)sin(101)
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De periode van u1 = 
[image: image213.wmf]21
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; De periode van u2 = 
[image: image214.wmf]22
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  ( 
In de periode [0 , 2π]   passen  100.π periodes van u1 en  passen 101.π periodes van u2.  (
In de periode [0 , 2]   passen 100 periodes van u1 en passen 101 periodes van u2.    ( 
De periode van u is dus [0 , 2] ( de trillingstijd is dus  2 seconden.
b.

[image: image215.wmf]sin(100)sin(101)
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De periode van u1 = 
[image: image216.wmf]2

10050

pp

=

; De periode van u2 = 
[image: image217.wmf]2
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  ( 
In de periode [0 , 2π]   passen  100 periodes van u1 en  passen 101 periodes van u2.  (
De periode van u is dus [0 , 2π] ( de trillingstijd is dus 2π seconden.
c.

[image: image218.wmf]5sin(100)sin(105)
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De periode van u1 = 
[image: image219.wmf]21
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; De periode van u2 = 
[image: image220.wmf]22
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  ( 
In de periode [0 , 2π]   passen  100.π periodes van u1 en  passen 105.π periodes van u2.  (
In de periode [0 , 2]   passen 100 periodes van u1 en passen 105 periodes van u2.    ( 
In de periode [0 , 
[image: image221.wmf]2
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] passen 20 periodes van u1 en 21 periodes van u2.

De periode van u is dus [0 , 
[image: image222.wmf]2
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] ( de trillingstijd is dus  
[image: image223.wmf]2

5

 seconde.

d.

[image: image224.wmf]11
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De periode van u1 = 
[image: image225.wmf]2
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; De periode van u2 = 
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  ( 
In de periode [0 , 2π]   passen  0,25.π periodes van u1 en  passen0,2.π periodes van u2.  (
In de periode [0 , 2]   passen 0,25 periodes van u1 en passen 0,2 periodes van u2.    ( 
In de periode [0 , 40]   passen 5 periodes van u1 en passen 4 periodes van u2.    ( 
De periode van u is dus [0 , 40] ( de trillingstijd is dus  40 seconden.

34.

[image: image227.wmf]1
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 en 
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  met t in seconden.

In de periode [0 , 2π]   passen  660.π periodes van u1 en  passen 661.π periodes van u2.  (
In de periode [0 , 2]   passen 660 periodes van u1 en passen 661 periodes van u2.    ( 
De periode van u is dus [0 , 2] ( de trillingstijd van de zweving is dus  2 seconden.
35.

[image: image229.wmf]1,5sin(700)0,2sin(1400)0,3sin(2100)0,1si
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 met t in seconden.
a.
De grondtoon is : 
[image: image230.wmf]1
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De frequenties van de drie boventonen zijn : 700 Hz ; 1050 Hz  en 1400 Hz.
b.
In de periode [0 , 2π]   passen  700 π periodes van u1    en passen 1400.π  periodes van u2 en  passen 2100.π periodes van u3  en passen 2800.π periodes van u4  (
In de periode [0 , 2]  passen 700 periodes van u1 en  passen  1400 periodes van u2 en passen 2100 periodes van u3 en passen 2800 periodes van u4.    ( 
In de periode [0 , 
[image: image231.wmf]2
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]   passen 1 periode van u1 en passen 2 periodes van u2 en passen 3 periodes van u3 en passen 4 periodes van u4    ( 
De periode van u is dus [0 , 
[image: image232.wmf]1
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] ( de trillingstijd is dus 
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 seconde.

36.

[image: image234.wmf]1
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a.
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In de periode [0 , 2π] passen 500π periodes van u1  en passen 550π periodes van u2.
In de periode [0 , 2] passen 500 periodes van u1  en passen 550 periodes van u2.
In de periode [0 , 
[image: image238.wmf]2
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] passen 10 periodes van u1  en passen 11 periodes van u2.
( De periode van u4 is dus [0 , 
[image: image239.wmf]1
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]  ( De trillingstijd is dus 
[image: image240.wmf]1
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 seconde.

b.
In de figuur zien we anderhalve periode. ( Xmax is dus 1,5 . 
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c.
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37.
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38.
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  met  t op het interval 
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De kromme wordt twee keer doorlopen. Bij t = 0 hoort (0,0)  . We moeten dus voor één periode  het interval [0 , 
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Zie de figuur in het boek.  ( 


In de x-richting hebben we 1 maximum en 1 minimum . D.w.z. het doorlopen van 1 sinuskromme. ( 
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In de y-richting hebben we 4 maxima en 4 minima. We hebben dus 4 sinuskrommen binnen de periode [0 , 
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De p.v. van de kromme wordt nu : 
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39.

[image: image254.wmf]sin()
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  met t op het interval [0 , 2π]

Zie de figuur in het boek. 
In de x-richting hebben we 2 maxima en 2 minima. We krijgen dus 2 keer een sinuskromme binnen [0 , 2π].  In de x-richting is dus de periode [0 , π] (
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In de y-richting hebben we 1 maximum en 1 minimum. We krijgen dus 1 keer een sinuskromme binnen [0 , 2π].  In de y-richting is dus de periode [0 , 2π] ( c = 1. Dat klopt dus met de gegeven kromme.


( De p.v. van de kromme wordt nu :
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40.

[image: image257.wmf]sin()

:

sin()

xat

K

ybt

=

ì

í

=

î

   met t  op het interval [0 , 2π]


De kromme wordt 1 keer doorlopen. 


In de x-richting hebben we 2 maxima en 2 minima. We krijgen dus 2 keer een sinuskromme binnen [0 , 2π].  In de x-richting is dus de periode [0 , π] (
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In de y-richting hebben we 5 maxima en 5 minima. We krijgen dus 5 keer een sinuskromme binnen [0 , 2π].  In de y-richting is dus de periode [0 , 
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De p.v. van de kromme wordt: 
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41.
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   met t  op het interval [0 , 2π]


De figuur wordt 1 keer doorlopen.  Zie de figuur in het boek.

a.
In de x-richting hebben we 2 maxima en 2 minima. We krijgen dus 2 keer een sinuskromme binnen [0 , 2π].  In de x-richting is dus de periode [0 , π] (
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In de y-richting hebben we 3 maxima en 3 minima. We krijgen dus 3 keer een sinuskromme binnen [0 , 2π].  In de y-richting is dus de periode [0 , 
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(  De kromme K wordt nu : 
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b.
 maximum in de x-richting (  
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Dit geeft de punten (1 , 
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We krijgen de punten (-1 , 
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De waarde x = 0 krijgen we als geldt : 
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Dit geeft de punten (0 , 0) ; (0 , -1)  ; (0 , 1) en weer (0,0)


Maximum in de y-richting ( 
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Dit geeft de punten: (
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Minimum in de y-richting ( 
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Dit geeft de punten : (0 , -1) ; (
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De waarde y = 0 krijgen we als geldt :
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We krijgen dan de punten:
(0 , 0) ; (
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42.
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a.
t op [ 0; 0,5π] 
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We krijgen dezelfde figuur. In de tabel kan je nagaan dat  bij het doorlopen van de figuur eerst begonnen wordt in  (0,0) dan naar (-1,0) . 
Vervolgens weer terug naar (0,0)
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d.
De figuur wordt 1 keer doorlopen bij het interval [0,5π , 1,5π].

43.
Gegeven de p.v.  
[image: image310.wmf]sin()
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  met t op het interval [-0,5π ; 0,5π].
a.
Zie de figuur in het boek. 

In de x-richting hebben we een halve periode waarin nog net het minimum en het maximum worden meegenomen.


In de y-richting hebben we 3 maxima en 3 minima. De grenzen zijn zelf maximaal en minimaal. We krijgen dan ook geen 3 perioden ,maar 2,5 perioden . De periode in de y-richting is dus het 
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b.
Bij het interval [-0,5π ; 0,5π] wordt de kromme in omgekeerde volgorde doorlopen.
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Gegeven de p.v.  
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  met t op het interval [0 , 2π].

a.
De punten I , A , G en D  . De snijpunten met de x as.  ( y = 0 ( 
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de punten : (-0,5 ; 0) ; (0,5(3 ; 0) ;  (0,5 ; 0) ; (-0,5(3 ; 0) en weer (-0,5 ; 0) ( 
A(-0,5 , 0) ;  I(-0,5(3 ; 0) ;  G(0,5 ; 0) en  D(0,5(3 ; 0)

Het punt B ( x = 0 ( 
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  ( 
punten (0 ; 0,5(3)  en weer  (0 ; 0,5(3)  ( B(0 ; 0,5(3)


De punten C en H.  ( y is dan maximaal. ( 
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( de punten 
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Punt H
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De punten K en F.  ( y is minimaal ( y = -1 ( 
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de punten 
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  Dan krijgen we :
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Punt E.  Dan x = 1 ( 
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  ( voor punt E krijgen we 
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Verder het punt J dan x is minimaal ( x = -1 ( 
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b.
Nu lijn x = 0,5 snijden met de kromme K. ( 
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  Dit geeft de punten 
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  ( de gevraagde lengte van het snijlijnstuk is dus : 
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c.
Nu de kromme K snijden met de lijn y = x .  ( 
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We hoeven de punten hier zelf  niet te geven !!!
45.
Gegeven de kromme: 
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In de x-richting hebben we 3 periodes ( de periode van de x is dus 
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y = 0 krijgen we bij t = 
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46.
De punten P  zijn gegeven door: 
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 We nemen t in [0 , 2π]
a.
De snijpunten met de y-as ( x = 0 ( sin(2t) = 0 ( 2t = 0 + k.π  ( t = k.0,5π (
t = 0  ( punt (0 , sin
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t = 0,5π ( punt (0 , sin
[image: image351.wmf]5

6

π)  en dus het punt (0 ; 0,5)
t = π  ( punt (0 , sin
[image: image352.wmf]1
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π)   en dus het punt (0 ; -0,5(3)
t = 1,5π ( punt (0 , sin
[image: image353.wmf]5

1

6

) en dus het punt (0 ; -0,5)   
We krijgen dan de punten : A(0 ; 0,5(3) ; B(0 ; 0,5) ; C(0 ; -0,5) en D(0 ; -0,5(3)
b.
Nu de lijn x = -0,5 snijden met de kromme ( 
[image: image354.wmf]1
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t = 
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t = 
[image: image362.wmf]7
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 ( het punt (-0,5 ; sin
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t = 1
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 ( het punt (-0,5 ; sin1
[image: image365.wmf]11
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Punt E(-0,5 ; 0,5(2)  en punt H(-0,5 ; -0,5(2)  ( De lengte van het lijnstuk EH is dus (2.

c.
Op t = a   ( T 
[image: image366.wmf]1
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   We zien dus dat de x-coördinaat hetzelfde is ( 
de lengte van TU is dus : 
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47.

a.
Een cirkel kun je beschouwen als een p.v. . Een cirkel met m.p. (a,b)  en straal r  krijg je door de vergelijkingen: 
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  met t in [0 , 2π]

b.
De eenheidscirkel heeft de straal 1 en middelpunt (0 , 0) ( 
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Als we ook de x-coördinaat als een sinus willen schrijven dan krijgen we : 
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48.
Gegeven de kromme K: 
[image: image373.wmf]1
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    Gegeven is dat K ook geschreven kan worden als :

[image: image374.wmf]2
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We  gaan twee mooie punten uit de eerste kromme pakken en vullen die in de tweede vergelijking in. Aldus kunnen we de waarden van p en van q berekenen. (
Neem b.v. t = -
[image: image375.wmf]1
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  (  punt (sin(0) ; sin(-0,5π)  dus het punt (0 , -1) Dit punt invullen in de 2e vergelijking ( -1 = 0 + q ( q = -1  
Neem t = 
[image: image376.wmf]1
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 ( punt (sin(0,5π) ; sin(0,5π))  dus het punt (1 , 1)  Nu dit punt weer invullen in de tweede vergelijking ( 1 = p.1 - 1 ( p = 2  
De formule wordt nu : y = 2
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49.
Gegeven K: 
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     en de vergelijking : y = -2x2 + 1 met -1 ≤ x ≤ 1
We gaan de kromme K invullen in de gegeven vergelijking. ( 
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Apart: 
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Nu i.p.v. t   de waarde t – 0,25π invullen ( 
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Nu weer terug  naar de vergelijking ( 
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Dit laatste klopt voor elke t. 
Aangezien x een sinus functie is , geldt dus dat x tussen -1 en 1 moet liggen. ( 
K is te schrijven als  y = -2x2 + 1  met -1 ≤ x ≤ 1.
50.
Gegeven de kromme K : 
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    Neem t op het interval [0 , 2π]
a.

	t
	0
	0,25π
	0,5π
	0,75π
	π
	1,25π
	1,5π
	1,75π
	2π

	x
	0
	1,41
	2
	1,41
	0
	-1,41
	-2
	-1,41
	0

	y
	-1
	0
	1
	0
	-1
	0
	1
	0
	-1
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De keerpunten zijn hier (2 , 1) en (-2 , 1).

b.
Het lijkt op een parabool. 
De top is (0,-1) en de parabool gaat door (2,1).



Stel de vergelijking is :

[image: image384.wmf]2
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1 = a. 4-1 ( 4a = 2  (
a = 0,5  (  De vergelijking wordt dan :
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We moeten nu gaan aantonen dat dit vermoeden correct is:



We gaan de x en de y van de parameterkromme invullen in deze vergelijking . (
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Apart: 
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Apart: 
[image: image388.wmf](
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Uit deze twee berekeningen zien we dat het inderdaad klopt voor elke t. 
Er geldt echter ook dat -2 ≤ 2.sin(t) ≤ 2  ( 
Bij K  hoort de formule : y = 0,5.x2 -1  met -2  ≤  x ≤  2.

51.
Gegeven de lijn l : y = x + 0,5   en de kromme K door: 
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  Neem t op [0 , 2π]

a.
Lijn l gaat door de punten (0 ; 0,5)  en door (1 ; 1,5)

	t
	0
	0,25π
	0,5π
	0,75π
	π
	1,25π
	1,5π
	1,75π
	2π

	x
	0
	0,71
	1
	0,71
	0
	-0,71
	-1
	-0,71
	0

	Y
	0
	1
	0
	-1
	0
	1
	0
	-1
	0
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b.
Snijpunten: We gaan de x en de y van K invullen in de vergelijking van de lijn l. ( 

[image: image390.wmf]sin(2)sin()0,5
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We doen dit met de optie intersect .    Voer in : 
[image: image391.wmf]1
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Neem het window  [0,2π] X [-2 , 2] 
We vinden x ≈  3,31 (  x ≈ 4,96  ( t ≈ 3,31 (  t ≈ 4,96  
Bij deze waarden van t krijgen we de snijpunten :  ( -0,17 ; 0,33)  en  (-0,97 ; -0,47) 

c.
We gaan weer de x en de y van K  invullen in de vergelijking 
[image: image393.wmf]224
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[image: image394.wmf](
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   Dit klopt voor elke t..

Aangezien sin(t)  tussen -1 en 1 ligt geldt dus verder :  -1 ≤ x ≤ 1. 
Totaal geldt dus : 
[image: image396.wmf]224
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 met -1 ≤ x ≤ 1.

52. Gegeven de kromme K door : 
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a. Als domein nemen we waarden van t waarbij x = -1 ( We beginnen bij t  = -0,5π .
De periode van de x  is  2π  en de periode van y is 
[image: image398.wmf]2
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  ( We gaan de tabel nemen voor t tussen  -0,5π en t = 1,5π.

	t
	-0,5π
	-
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[image: image406.wmf]4
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π
	1,5π

	x
	-1
	-0,9
	-0,5
	0
	0,5
	0,9
	1
	0,9
	0,5
	0
	-0,5
	-0,9
	-1

	y
	1
	0
	0
	0
	1
	0
	-1
	0
	1
	0
	-1
	0
	1
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De keerpunten zijn:


(-1 , 1) en (1 , -1)

b. We gaan deze p.v.  invullen is de vergelijking : 
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Dit klopt dus voor alle t. ( Alle punten van K voldoen ook aan de vergelijking 
[image: image409.wmf]3
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53.
Gegeven de kromme: 
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a.
De periode van cos(t) is 2π  en de periode van cos(3t) is  
[image: image411.wmf]2

3

π. 

We nemen nu het interval  van  0 tot 2π , dan gaat de x van 2 naar -2 en vervolgens weer naar 2.  De tabel geeft: 

	t
	0
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[image: image421.wmf]11

6

π
	2π

	x
	2
	1,7
	1
	0
	-1
	-1,7
	-2
	-1,7
	-1
	0
	1
	1,7
	2

	y
	1
	0
	-1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	-1
	0
	1
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De formule : 
[image: image422.wmf]3
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  met x tussen c en d.   

De formule gaat zo te zien door (2,1) ( 1 = 8a + 2b   Verder gaat de formule ook door het punt (1, -1)  ( a + b = -1 .  We moeten even dit stelsel oplossen ( 
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We krijgen dan de kromme : 
[image: image424.wmf]3
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    We moeten nu nagaan of de gegeven kromme aan deze vergelijking voldoet. We gaan nu de x en de y van de kromme invullen. ( 
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Dit klopt voor alle t. Verder geldt dat 2.cos(t) tussen -2 en 2 ligt ( -2 ≤ x ≤ 2 ( 
c  = -2 en d = 2.

In totaal hoort de kromme bij de vergelijking : 
[image: image426.wmf]3
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 met -2 ≤ x ≤ 2

54.
Kc:

[image: image427.wmf]sin()
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a.
Bij K2 is de periode van x   2π  en de periode van y is dan  π . 

Bij K3  is de periode van x 2π en de periode van y is dan : 
[image: image428.wmf]2
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We bekijken de x en de y -grafiek   van K2 en ook van K3.
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We zien dat er geen enkel punt (x , y) dubbel voorkomt.  Daarom wordt de kromme slechts één keer doorlopen.
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In de tweede grafiek zien we uit de symmetrie bij t = 0,5π  en de symmetrie in t = 1,5π  dat de grafiek wel twee keer wordt doorlopen. 

c. Bij K2 is er geen enkel punt te vinden waarbij zowel de x als de y tegelijk een extreme waarde heeft. ( Er is bij K2 geen keerpunt.

Bij K3 heeft zowel de x als de y bij t = 0,5π + k.π een extreme waarde.  Deze punten komen in aanmerking voor een keerpunt.
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Lc:
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Als c  ≥ 1 of c ≤  -1
dan  zien we zowel symmetrie bij de x
Als bij de y. 
Het punt bij x = 0 en bij y = 0 is voor allebei een extreme waarde ( 
punt (0 , 0)  is dus een keerpunt.
[image: image655.emf]  
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Als -1  ≤ c ≤ 1 dan krijgen we b.v. een grafiek zoals hiernaast.

Ook nu is er symmetrie bij zowel de x als de y. 
Nu is het punt (0 ,0) dus ook weer keerpunt van de parameterkromme.

Totale conclusie:

Kromme Lc heeft  voor  alle t dus een keerpunt (0 ,0) en dus minstens 1 keerpunt.

55. [image: image656.emf] 
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Gegeven de p.v.  
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a. Zie de getekende figuur.
b. Als t = 2 dan x  = 3.2 = 6 en 
 y = 22 = 4 ( Bij t = 2 hoort het punt (6 , 4).  Verder geldt: 
x’(t) = 3  en y’(t) = 2t 
Bij t = 2 geldt dus: 
x’(2) = 3  en  y’(2) = 4  ( 
De snelheid in de x-richting is dus 3 m/s  en de snelheid in de
 y-richting is dus 4 m/s.

c. Volgens de stelling van Pythagoras  geldt : 

[image: image431.wmf](
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v2 = 9 + 16 ( v = 5 m/s
d. x’(1) = 3  en  y’(1) = 2

( v(1) = 
[image: image432.wmf]9413
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De snelheid op t = 1 is ongeveer 3,6 m/s.

56. Als x’(0,5π) negatief is wil dat zeggen dat het punt P in de x richting daalt dus het punt P beweegt over de kromme dan van rechts naar links op t = 0,5π.

57. Gegeven : 
[image: image433.wmf]sin(2)
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  met t op het interval [0 , 2π].
a.
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Het passeren van de y-as voor de tweede keer  na t = 0   is bij  t = π  ( 
x’(π) = 2.cos(2π) = 2  en  y’(π) = cos(
[image: image436.wmf]2
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π) = -0,5  ( v(π) = 
[image: image437.wmf]40,25
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 ≈ 2,06 cm/s

b. Snijpunt van de kromme met de x-as  ( y = 0 ( sin(t - 
[image: image438.wmf]1
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π) = 0  ( 
t - 
[image: image439.wmf]1

3

π = 0 + k.π ( t = 
[image: image440.wmf]1

3

π  (  t = 1
[image: image441.wmf]1

3

π  
Er geldt : 
[image: image442.wmf]12
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[image: image444.wmf]1
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π) = ((1+1) = (2 cm/s.

Voor t = 1
[image: image445.wmf]1
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  ( v’(
[image: image448.wmf]1
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π) = ((1+1) = (2 cm/s.
( De snelheden op beide tijdstippen zijn dus gelijk.

58. Gegeven de kromme: 
[image: image449.wmf]sin(2)
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  met t  op het interval :[0 , 2π]

a.
Snijpunt met de x-as. ( y = 0 ( sin(3t) = 0  ( 3t = 0 + k.π  ( t = k.
[image: image450.wmf]1
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De eerste keer na  t = 0 is dus bij t = 
[image: image451.wmf]1
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Er geldt : x’(t ) = 2.cos(2t)  en  y’(t) = 3.cos(3t)   ( 
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b.
Passeren van de y-as ( x = 0 ( sin(2t) = 0 ( 2t = k.π ( t = 0,5π
Er geldt : 
[image: image455.wmf](

)

1

'2.cos2

2

x

pp

æö

==-

ç÷

èø

  en  
[image: image456.wmf]1

'3.cos(1,5)0

2

y

pp

æö

==

ç÷

èø

 ( 
v’(0,5π) = (4 = 2 cm/s.
c.
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d.
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e.
Voer in in GR y1 = 
[image: image459.wmf]22
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   en y2 = 3 en y3 = 5 
Met de optie intersect vinden we 12 mogelijke snijpunten tussen y1 en y2 tussen 0 en 2π ( punt P heeft dus 12 keer een snelheid van 3 cm/s. 


De grafieken van y1 en y3 hebben geen snijpunt ( punt P heeft nooit een snelheid van 5 cm/s op het gegeven interval.
f.
Met de optie minimum van  y1 vinden we een minimum bij x ≈ 0,562 ; x ≈ 2,579 of x ≈ 3,704 of  x ≈ 5,721  ( De snelheid is dus het kleinst inde punten :
(0,902 ; 0,993)  ;  (-0,902 ; 0,993) ; (0,902 ; -0,993)  en  (-0,902 ; -0,993).
59. Gegeven de kromme: 
[image: image460.wmf]sin()
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  met t op het interval [0 , 2π]

a.
Snijpunt x-as ( 2.sin(t – 0,25π) = 0  (  t – 0,25π = k.π ( t = 0,25π ( t = 1,25π
Snijpunt y-as ( sin(t) = 0 (  t = 0  ( t = π  (  t = 2π

Nu de snelheid :  
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x’(0) = 1 en y’(0) = 2.
[image: image463.wmf]cos(0,25)2
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[image: image464.wmf]123
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 ≈ 1,73 cm/s
x’(π) = -1 en y’(π) = 2.
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  ( v(π) = 
[image: image466.wmf]123
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 ≈ 1,73 cm/s
x’(2π) = 1 en y’(2π) = 2.
[image: image467.wmf]cos(20,25)2

pp

-=

  ( v(2π) = 
[image: image468.wmf]123
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x’(0,25π) = 
[image: image469.wmf]1
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 en y’(0,25π) = 2.
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 v(0,25π) = 
[image: image471.wmf](

)

2

0,524

+

 ≈  2,12cm/s

x’(1,25π) = -
[image: image472.wmf]1
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 en y’(1,25π) = 2.
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 v(0,25π) = 
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( Punt P passeert de x-as met een snelheid van 2,12 cm/s en de y-as met een snelheid van 1,73 cm/s.
b.
We weten : 
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c. Voer in : y1 = 
[image: image481.wmf]2
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  en  y2 = 1   
Met de optie intersect vinden we : x ≈ 1,86 ( x ≈ 2,61 ( x ≈ 5,00  (  x ≈ 5,75  
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      We moeten hebben : v < 1  ( aflezen van de plot geeft : 

1,86 < t < 2,61  (  5,00 < t < 5,75

60.
Gegeven : 
[image: image483.wmf]cos()
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   Eenparige beweging krijg je als de snelheid constant is : ( 
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  en 
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( het is dus een eenparige beweging.

61.

[image: image487.wmf]2
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    met t op het interval [-0,25π , 0,75π]

a.


	t
	-0,25π
	0
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	x
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	y
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	0
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	0
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b.
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    We gaan aantonen dat de gegeven kromme hier aan voldoet.  Vul dus de x en de y van de kromme in. ( 
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Dit laatste klopt voor elke t.  Aangezien -1 ≤ sin(t – 0,25π) ≤ 1  weten we dus ook dat  bij deze vergelijking ook geldt dat  -1  ≤  x  ≤  1.
c.
Snijpunten met y = 0,5 ( 
[image: image491.wmf]2
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   (  Bij punt B hoort dus 
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Er geldt : 
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 ≈ 2,20 cm/s
d.
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Nu voeren we in :  y1 = 
[image: image501.wmf](
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Met de optie intersect vinden we : x ≈ 0,31 ( x ≈ 0,48 ( x ≈ 1,09 ( x ≈ 1,26
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Zie de schets . We lezen af : v(t) > 2,1  voor : 



0,31 < t < 0,48 ( 1,09 < t < 1,26

62. Gegeven de kromme : 
[image: image502.wmf]sin()
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  met de bijbehorende vergelijking : y = -2x2 +1
a.
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  ;  x’(t) = cos(t)  en y’(t) = -2.sin(2t)

b. Snijpunt met de x-as bij t = 0,25π  in A(0,5(2 , 0)   
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  Nu gaan we vergelijken: ( 
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63.
Gegeven bij het voorbeeld: 
[image: image510.wmf]sin(2)
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   met t op het interval [0 , 2π]

a. De verticale raaklijnen kregen we bij t = 0,25 π ; t = 0,75π ; t = 1,25π of t = 1,75π
De snelheidsformule is : 
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b.
Snijpunt bij x = 0  en  bij y = 0  ( sin(2t) = 0  en  sin(t) = 0  ( 

2t = 0 + k.π  en  t = 0 + k.π  ( t = 0 ( t = π ( t = 2π   Dit geeft achtereenvolgens : 
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Er zijn dus twee raaklijnen in (0 , 0)  
1e : raaklijn met r.c. 0,5  en 2e  : raaklijn met r.c. -0,5.

c.

[image: image519.wmf]cos()
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   Deze vergelijking lossen we op met de optie intersect. 
( Voer in : y1 = 
[image: image520.wmf]cos()

2.cos(2)

x

x

  en y2 = 1   ( x ≈ 0,57 ( x ≈ 2,21 ( x ≈ 4,08  ( x  ≈ 5,72 
( De raaklijn met r.c. 1 geeft de t-waarden : 0,57 ;  2,21 ; 4,08  en  5,72  .
Dit levert de punten : (0,91 ; 0,54) ; (-0,96 ; 0,81) ; (0,96 ; -0,81) en (-0,91 ; -0,54)

We moeten oplossen : 0,75  < 
[image: image521.wmf]dy

dx

 < 1,25   We voeren in y1 = 
[image: image522.wmf]cos()

2.cos(2)

x

x

  ;  y2 = 0,75 en 
y3 = 1,25   
Met intersect  vinden we de snijpunten van y1 en y2 ( 
x ≈ 0,47  ;  x ≈ 2,16 ; x ≈ 4,12  en  x ≈ 5,82  


Met intersect tussen y1 en y3 vinden we : x ≈ 0,62 ; x ≈ 2,23 ; x ≈ 4,05 en x ≈ 5,66 .
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Aflezen uit de figuur geeft : 0,47 < t < 0,62 ( 2,16 < t < 2,23 ( 4,05 < t < 4,12 en 5,66 < t < 5,82.
64. Gegeven de kromme K door: 
[image: image524.wmf]sin()
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  met t op : [0 , 2π]

a.
Raaklijn moet r.c. 3 hebben.  ( 
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b.
De kromme snijden met x = 0,5(2 ( sin(t) = 0,5(2  ( 
t = 0,25π ( t = 0,75π   ( 
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65. Gegeven de kromme : 
[image: image532.wmf]sin(3)
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  met t op  :  [0,5π ; 1,5π].
a.
Snijpunten met de y-as ( x = 0 ( sin(3t) = 0 ( 3t = k.π ( t = k.
[image: image533.wmf]1
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[image: image535.wmf]4
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π   Dit geeft de punten (0 ; -0,5) ; (0 , 1) en (0 ; -0,5)

Snijpunten met de x-as ( y = 0 ( cos(2t) = 0  ( 2t = 0,5π + k.π ( 
t = 0,25π + k.0,5π ( t = 0,75π of  t = 1,25π  Dit geeft de punten (0,5(2 ; 0) en (-0,5(2 ; 0)

b. Uit onderdeel a weten we dat tA = 0,75π  en het punt A zelf is (0,5(2 ; 0) 
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De snelheid in punt A geeft nu : 
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c. Helling is 1 ( 
[image: image540.wmf]2sin(2)
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Voer in : y1  
[image: image541.wmf]2sin(2)
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 en  y2 = 1  
Met de optie intersect vinden we in het gegeven interval : x ≈ 2,37 en x ≈ 3,51. ( De helling is 1 bij t ≈ 2,37 of t ≈ 3,51 . Dit geeft de punten (0,75 ; 0,04)  en  (-0,89 ; 0,74)
d. Nu moeten we de punten hebben waarbij de snelheid 1 is. ( 
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Voer in : y1 = 
[image: image543.wmf](
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  en y2 = 1  . Met de optie intersect vinden we : 
x ≈  1,67  of  x ≈ 4,61   ( De snelheid is 1 bij t ≈ 1,67  en bij t ≈ 4,61  . We krijgen dan de punten  (-0,95 ; -0,98)  en  (0,95 ; -0,98 ) .
66.
Gegeven de kromme: 
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b.
We gaan het interval [0 , 3] verdelen in n deelintervallen met lengte ∆t. 
Op het interval [tk , tk+1] geldt  volgens de stelling van Pyth. :
De lengte van de baan is : 
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   Aangezien dat geldt voor ieder deelinterval , kunnen we vervolgens een Riemann-som schrijven : 
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Aan de uitkomst te zien , moeten we naar x’(t) en naar y’(t)  . We gaan daarom het verschil x(tk+1)  - x(tk)  delen door ∆t  . Dat doen we ook bij de y.  We krijgen dan : 
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c.
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   Voer in : y1 = 
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 Met de optie integraal uit het calcmenu vinden we : L ≈ 13,31

d.
Er geldt : 
[image: image553.wmf]2

1

9

yx

=

  ( 
[image: image554.wmf]2

9

0

22

  1

99

dy

xLxdx

dx

æö

=Þ=+

ç÷

èø

ò

 ≈ 13,31 
Dit is dus hetzelfde antwoord als bij c.
67. Gegeven de baan : 
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Voer in : y1 = 
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Met de optie integraal uit het calcmenu vinden we : L =
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68.
Gegeven de baan : 
[image: image561.wmf]2
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a.
Snijpunten met de x-as  ( y = 0 ( cos(2t) = 0 ( 2t = 0,5π + k.π ( 
t = 0,25π + k.0,5π  ( t = 0,25π ( t = 0,75π ( t = 1,25π  ( Voor B geldt t = 0,75π



[image: image562.wmf]22

'()cos().22cos()  en  '()sin(2).22sin(2)

xtttttyttt

===-=-

  ( 

[image: image563.wmf](
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  Voer in : y1 = 
[image: image564.wmf](
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De gevraagde snelheid is dus : v(0,75π) ≈ 4,04
b.
De lengte van de baan tussen A en C is : 
[image: image565.wmf]1,25
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   Met de optie integraal uit het calcmenu vinden we : L = 10,61  (eventjes wachten bij de GR)

c.
De helling van de baan bij punt A is : 
[image: image566.wmf]2
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≈  -1,56
69. Gegeven de baan : 
[image: image567.wmf]cos()
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a. We moeten y als een functie van x schrijven. Daarom gaan we 1 + cos(4t) uitdrukken in cos(t) 

(    
[image: image568.wmf](
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We weten dat x = cos(t)  ( y = 8x4 – 8x2 + 2   met  -1 ≤ x ≤ 1.

c.
De lijn   y = 1 snijden met de kromme ( 1 + cos(4t) = 1 ( cos(4t) = 0 ( 
4t = 0,5π + k.π  (  
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Voor punt A geldt dus t = 
[image: image571.wmf]1
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De snelheid in punt A vinden we door de functie v(x) = y1 in te voeren.
De snelheid is dan  v(
[image: image573.wmf]1
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d.
Bij de punten B en D horen t = 
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    Met de optie integraal uit het calcmenu vinden we : L ≈ 4,31.

70.
Gegeven de baan : 
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c.
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   Voer in : y2 = 
[image: image582.wmf]2
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   Met de optie integraal uit het calcmenu vinden we : L ≈ 79,51
d.
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71. Gegeven :  
[image: image584.wmf]1,4.cos(3)
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b.
Snijpunt met de y-as ( x = 0 ( 
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Voer in : 
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      Met de optie 
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 ≈ -0,11  ( De helling in alle snijpunten met de y-as is steeds -0,11.
c.
Met de optie trace vinden we het hoogste snijpunt met de y-as bij t = 1,5π.


[image: image595.wmf]'()1,4.ln(1,4).cos(3)1,4.3sin(3)1,4.ln(1

,4).cos(3)1,4.3sin(3)

tttt

xttttt

=+-=-



[image: image596.wmf]'()1,4.ln(1,4).sin(3)1,4.3cos(3)

tt

yttt

=+


( v(t) = 
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Voer in :y3 = 
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  ( v(1,5π) = y3(1,5π) ≈ 14,74

Alternatieve oplossing:  We hebben al ingevoerd :  
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( Met de optie dy/dx  uit het calcmenu vinden we : 
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We hadden al : y3 = 
[image: image605.wmf](
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Met de optie integraal uit het calcmenu vinden we : L  ≈ 65,34

72. Gegeven  : 
[image: image606.wmf]2
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Zo krijgen we : 
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Nu geldt er voor een horizontale raaklijn dat 
[image: image610.wmf]dy
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Voer in : y1 = 
[image: image611.wmf]2
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  Met de optie  zero vinden we 
x ≈ 1,14 ( x ≈ 2,54 (  x ≈ 4,05 (  x ≈ 5,59  ( Er is een horizontale raaklijn  bij 
t ≈ 1,14 ( t ≈ 2,54 (  t ≈ 4,05 (  t ≈ 5,59    Bij deze waarden van t krijgen we de punten :
(-0,86 ; 0,99) ;  (2,37 ; -6,02) ; (-3,93 ; 15,91) en (5,50 ; -30,72)
Voor een verticale raaklijn geldt dat 
[image: image612.wmf]dy
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Voer nu in : y2 = 
[image: image613.wmf]2
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Met de optie  zero vinden we 
x ≈ 0,54 ( x ≈ 1,82 (  x ≈ 3,29 (  x ≈ 4,81  ( Er is een horizontale raaklijn  bij 
t ≈ 0,54 ( t ≈ 1,82 (  t ≈ 3,29 (  t ≈ 4,81    Bij deze waarden van t krijgen we de punten :
(-0,14 ; 0,26) ;  (-2,91 ; -1,60) ; (10,35 ; 3,15) en (-22,70 ; -4,71)

b.
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 ( a = 4 en b = 4.

c.
y-as snijden ( x = 0 ( t2.cos(2t) = 0  (  t = 0 (  cos(2t) = 0  (
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  ( 
t = 0  (  t = 0,25π  (  t = 0,75π  (  t = 1,25π  (  t = 1,75π 
Als we deze waarden gaan invullen dan krijgen we punt B bij t = 1,75π.
Voer in : y3 = 
[image: image619.wmf]42
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  Nu geldt : v(1,75π) = y3(1,75π)  ≈ 61,44

d.
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We hadden nog    y3 = 
[image: image621.wmf]42
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     Met de optie integraal uit het calcmenu vinden we :
L ≈ 171,02
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